
ISSN 1683-4720. Òðóäû ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû. 2002. Âûï. 8ÓÄÊ 518.5 : 669.187
©2002. À.À. ÈâàíîâàÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÇÀÒÂÅ�ÄÅÂÀÍÈßÍÅÏ�Å�ÛÂÍÎ�Î ÑËÈÒÊÀ Â ÇÎÍÅ ÂÒÎ�È×ÍÎ�Î ÎÕËÀÆÄÅÍÈßÏîñòðîåíà äâóìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ çîíû âòîðè÷íîãî îõëàæäåíèÿäëÿ êðèâîëèíåéíîé ìàøèíû íåïðåðûâíîãî ëèòüÿ çàãîòîâîê. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû âíóòðåííå-ãî òåïëîîáìåíà îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íàãðàíèöå ðàçäåëà �àç ñ�îðìóëèðîâàíî óñëîâèå Ñòå�àíà äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿâêëþ÷àþò äâà ìåõàíèçìà òåïëîîáìåíà: ëó÷èñòûé è êîíâåêòèâíûé, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ñëîæíûé ìå-õàíèçì òåïëîîòâîäà çà ñ÷¼ò âîäîâîçäóøíîãî îõëàæäåíèÿ. �àçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîéçàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.Ââåäåíèå.Ìåòàëëóðãè÷åñêèé êîìïëåêñ çàíèìàåò âàæíåéøåå ìåñòî â ýêîíîìèêå Óêðàèíû.Èìåííî îí èìååò îñòðóþ íåîáõîäèìîñòü âî âíåäðåíèè â ïðîèçâîäñòâî íîâûõ òåõíîëîãèé,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùèì òðåáîâàíèÿì ê êà÷åñòâó, ìàòåðèàëî- èýíåðãîñáåðåæåíèþ, îáåñïå÷åíèþ ýêîëîãè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè è äð. Äîëÿ ìåòîäà íåïðå-ðûâíîé ðàçëèâêè â îáùåì îáú¼ìå ïðîèçâîäñòâà ñòàëüíîé çàãîòîâêè â Óêðàèíå ñîñòàâ-ëÿåò îêîëî 20% [1℄.Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿòåõíîëîãèè íåïðåðûâíîé ðàçëèâêè, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî òåìïåðàòóðíî-ãî ðåæèìà â çîíå âòîðè÷íîãî îõëàæäåíèÿ (ÇÂÎ) ìàøèíû íåïðåðûâíîãî ëèòüÿ çàãîòî-âîê (ÌÍËÇ).Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ òàêîãî ïðàêòè÷åñêè âàæíîãîêëàññà íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè êàê çàäà÷è ñ íåèçâåñòíûìèãðàíèöàìè. Íàáîëåå øèðîêî äëÿ ýòîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìå-òîäû. Ïîñòîÿííî ðàñòóùèå âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÝÂÌ ïîçâîëÿþò ðàñ÷èòûâàòüäîñòàòî÷íî ïîäðîáíûå è ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè.Èññëåäîâàíèþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ ñ ïåðåõîäîì èç îäíî-ãî �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå (òàê íàçûâàåìîé çàäà÷è Ñòå�àíà) ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâîðàáîò, êîòîðûå èñïîëüçóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà. Ïåðâûé èç íèõ � ìåòîä ñãëàæèâàíèÿêîý��èöèåíòîâ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíèì ê íàèáîëåå øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ èíå ïðåäïîëàãàåò âûäåëåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà �àç [2℄. Âòîðîé, ïðåäëîæåííûé ïîçäíåå,ñâÿçàí ñ âûäåëåíèåì �ðîíòà çàòâåðäåâàíèÿ. Åãî ïðèâëåêàåþò â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåäú-ÿâëÿþòñÿ ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö. Â ðàáîòå [3℄ ýòîòìåòîä ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîâëè �ðîíòà â óçåë ñåòêè, à â [4℄ � ñ ïîìîùüþ òåîðèèïîòåíöèàëà.Â ðàáîòå [5℄ ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåïëîâîãî ïîëÿ êðèñòàëëèçàòîðàÌÍËÇ, â êîòîðîé ïðîöåññû âíóòðåííåãî òåïëîîáìåíà îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè ýë-ëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷èïîäîáðàíû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè, ó÷èòûâàþùèå íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèéà òàêæå ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿùèé îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ñâîáîä-íîé ãðàíèöû íåïîñðåäñòâåííî èç óñëîâèé Ñòå�àíà. 1



À.À. ÈâàíîâàÄàííàÿ ðàáîòà ðàññìàòðèâàåò êâàçèñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó íàõîäæåíèÿ äâóìåðíîãîïîëÿ òåìïåðàòóð è ãðàíèöû ðàçäåëà �àç ñòàëüíîãî ñëèòêà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿí-íîé ñêîðîñòüþ â ÇÂÎ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò êðèâîëèíåéíûå ó÷àñòêè. Ïîëîæåíèå íåèçâåñò-íîé ãðàíèöû îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òåìïåðàòóð è óñëî-âèÿ Ñòå�àíà. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ó÷èòûâàþò ñëîæíûé õàðàêòåð òåïëîîáìåíà ñëèòêà ñîêðóæàþùåé ñðåäîé.1. Õàðàêòåðèñòèêà òåïëîâîãî ïðîöåññà â ÇÂÎ. Â ÌÍËÇ âûäåëÿþò äâå îñíîâ-íûå çîíû, â êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ îòâîä òåïëà: êðèñòàëëèçàòîð è çîíà âòîðè÷íîãîîõëàæäåíèÿ (ÇÂÎ). Çàòâåðäåâàíèå íåïðåðûâíîãî ñëèòêà íà÷èíàåòñÿ â êðèñòàëëèçàòî-ðå. �îâîðÿ î ÇÂÎ, ïîäðàçóìåâàþò òó ÷àñòü ÌÍËÇ ïîä êðèñòàëëèçàòîðîì, â êîòîðîéïðîèçâîäèòñÿ èíòåíñèâíîå ïðèíóäèòåëüíîå îõëàæäåíèå çàãîòîâêè.

�èñ. 1. Òåïëîâàÿ ñõåìà çîíû âòîðè÷íîãî îõëàæäåíèÿ. 1 - æèäêàÿ �àçà; 2 - òâ¼ðäàÿ �àçà; 3 - ãëóáèíàæèäêîé �àçû; 4 - �îðñóíêè, ðàñïûëÿþùèå âîäîâîçäóøíóþ ñìåñü; 5 - âîäîîõëàæäàåìûå ðîëèêè.Ïî âûõîäå èç êðèñòàëëèçàòîðà çàãîòîâêà ïîïàäàåò â ÇÂÎ. Ê ýòîìó ìîìåíòó ó íåïðå-ðûâíîãî ñëèòêà óæå îáðàçîâàëàñü òâ¼ðäàÿ êîðî÷êà, íî âíóòðè åù¼ íàõîäèòñÿ æèäêèéìåòàëë [1℄. ÇÂÎ ðàçáèòà íå íåñêîëüêî ñåêöèé. Êàæäàÿ ñåêöèÿ îáîðóäîâàíà îïîðíûìèýëåìåíòàìè (ðîëèêàìè), êîòîðûå íàïðàâëÿþò äâèæåíèå çàãîòîâêè è ïðåäîòâðàùàþò äå-�îðìàöèþ ãðàíåé ñëèòêà ïîä äåéñòâèåì �åððîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Ïðèíóäèòåëüíîåîõëàæäåíèå äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì îïðûñêèâàíèÿ ïîâåðõíîñòè äâèæóùåãîñÿ ñëèòêà âîäî-âîçäóøíîé ñìåñüþ, ðàñïûëÿåìîé ñïåöèàëüíûìè �îðñóíêàìè, è îòâîäîì òåïëà ê âîäî-îõëàæäàåìûì ðîëèêàì.Òàêæå èìåþò ìåñòî ïîòåðè òåïëà çà ñ÷¼ò êîíâåêöèè è èçëó÷åíèÿ â îêðóæàþùóþ2



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèèñðåäó. Ôîðñóíî÷íî-ðîëèêîâàÿ êîíñòðóêöèÿ âòîðè÷íîãî îõëàæäåíèÿ ñîçäà¼ò óñëîâèÿìÿãêîãî è ðàâíîìåðíîãî îõëàæäåíèÿ çàñòûâàþùåãî ñëèòêà.Òåõíîëîãè÷åñêè ïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ âòîðè÷íîå îõëàæäåíèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâà-åò: 1) îêîí÷àíèå çàòâåðäåâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ñëèòêà â ÇÂÎ;2) èíòåíñèâíîñòü òåïëîîòâîäà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíîå è íåïðåðûâíîåïîíèæåíèå òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè ñëèòêà âïëîòü äî îêîí÷àíèÿ çàòâåðäåâàíèÿ, íî íåíèæå òåìïåðàòóðû ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè âî èçáåæàíèå îáðàçîâàíèÿ òðåùèí. Ýòîîñîáåííî âàæíî, êîãäà ñëèòîê ïðîõîäèò êðèâîëèíåéíûå ó÷àñòêè ÌÍËÇ.Âàæíûìè �àêòîðàìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñõîäà âîäû ïî ñåêöèÿì èîáùàÿ äëèíà ÇÂÎ. Ïðè íåäîñòàòî÷íîé äëèíå ÇÂÎ ìîæåò èìåòü ìåñòî ïîâòîðíûé ðàçî-ãðåâ ïîâåðõíîñòè ñëèòêà çà ñ÷¼ò âûäåëåíèÿ ñêðûòîé òåïëîòû êðèñòàëëèçàöèè. Ïðèýòîì ïîâåðõíîñòíûå ñëîè çàòâåðäåâøåé êîðî÷êè íà÷èíàþò ðàñøèðÿòüñÿ è ó �ðîíòàêðèñòàëëèçàöèè âîçíèêàþò ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê îáðàçî-âàíèþ âíóòðåííèõ òðåùèí.Òàêæå îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ÌÍËÇ ÿâëÿåòñÿ ðàñïîëîæå-íèå âàëêîâ òÿíóùåé êëåòè íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè íèæå ó÷àñòêà, ãäå çàêàí÷èâàåòñÿçàòâåðäåâàíèå ñëèòêà. Ïîïàäàíèå ñëèòêà ñ æèäêîé ñåðäöåâèíîé â âàëêè òÿíóùèõ êëåòåéïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ õàðàêòåðíûõ âíóòðåííèõ òðåùèí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îäíîé èçïðîáëåì íåïðåðûâíîé ðàçëèâêè ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè óñòàíîâîê ñîáåñïå÷åíèåì òðåáóåìîãî êà÷åñòâà íåïðåðûâíîãî ñëèòêà. Ïîâûøåíèå ñ ýòîé öåëüþ ñêî-ðîñòè ðàçëèâêè âëå÷¼ò çà ñîáîé óâåëè÷åíèå ãëóáèíû æèäêîé �àçû, èçìåíåíèå �ðîíòàçàòâåðäåâàíèÿ è äð.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü . Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñäåëàíûñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ: ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ ñëèòêà ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøèìñÿ, ñêî-ðîñòü äâèæåíèÿ ñëèòêà (íà êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêàõ � óãëîâàÿ, à íà ïðÿìîëèíåéíûõ �ëèíåéíàÿ) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ïåðåìåøèâàíèå æèäêîãî ìåòàëëà âíóòðè ñëèòêàíå ó÷èòûâàåòñÿ, ñëèòîê ñ÷èòàåòñÿ ñïëîøíîé îäíîðîäíîé ñðåäîé, ïîòîê òåïëà â íàïðàâ-ëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì óçêèì ãðàíÿì ñëèòêà ïðåíåáðåæèìî ìàë (òàêîå äîïóùåíèåâîçìîæíî ïðè îòíîøåíèè øèðèíû ñëèòêà ê åãî òîëùèíå > 4) è äð.Óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ìåòàëëà íà êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêàõ ÌÍËÇ âû-ãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì [6℄:
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1, ξ1(φ) < r < ξ2(φ)
2, rj < r < ξ1(φ) è ξ2(φ) < r < rj + 2l,ãäå θj � óãëîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñëèòêà íà j -ì ó÷àñòêå; T1 � òåìïåðàòóðà â æèä-êîé �àçå; T2 � òåìïåðàòóðà â òâ¼ðäîé �àçå; c1(T1), c2(T2), ρ1(T1), ρ2(T2), λ1(T1), λ2(T2)� óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü, ïëîòíîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü ìåòàëëà â æèäêîé è òâ¼ðäîé�àçàõ ñîîòâåòñòâåííî; ξ1(φ), ξ2(φ) � ãðàíèöû ðàçäåëà �àç, j � íîìåð ñåêöèè ÇÂÎ.Êðîìå òîãî, íóæíî ïðåäóñìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà æèäêàÿ �àçà ïðèñóòñòâóåò è ïîñëåòî÷êè ðàñïðÿìëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïðÿìîëèíåéíîì3



À.À. Èâàíîâàó÷àñòêå âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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1, ξ1(x) < z < ξ2(x)
2, zp < z < ξ1(x) è ξ2(x) < z < zp + 2l,ãäå v � ñêîðîñòü âûòÿãèâàíèÿ ñëèòêà; zp, zp+2l � êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå áîêîâûìãðàíÿì ñëèòêà.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ áîêîâûõ ãðàíåé ñëèòêà ó÷èòûâàþò êîíâåêòèâíûé è èç-ëó÷àòåëüíûé ìåõàíèçìû òåïëîîòâîäà, à òàêæå çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåéñðåäû è êîý��èöèåíòîâ òåïëîîòäà÷è è èçëó÷åíèÿ îò ðàñïîëîæåíèÿ �îðñóíîê è ðàñõîäàâîäû:

λ2(T2)
∂T2

∂r

∣

∣

∣

∣

r=rj

= αIj(WB, ϕ) ·
(

T2|r=rj
− TIj(ϕ)

)

+ CIj(T2, ϕ)

(

[

T2|r=rj

]4

− [TIj(ϕ)]4
)

,(3)
λ2(T2)

∂T2

∂r

∣

∣

∣

∣

r=rj+2l

= αEj(WB, ϕ)·
(

T2|r=rj+2l − TEj(ϕ)
)

+CEj(T2, ϕ)

(

[

T2|r=rj+2l

]4

− [TEj(ϕ)]4
)

,ãäå j � íîìåð ñåêöèè (j = 1, 2, 3); αIj, αEj � êîý��èöèåíò òåïëîîòäà÷è îò ïîâåðõíî-ñòè ñëèòêà â îêðóæàþùóþ ñðåäó â j -é ñåêöèè äëÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðàäèóñîâñîîòâåòñòâåííî; WB � ðàñõîä âîäû; CIj, CEj � ïðèâåä¼ííûé êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿîò ïîâåðõíîñòè ñëèòêà â îêðóæàþùóþ ñðåäó â j -é ñåêöèè äëÿ âíóòðåííåãî è âíåøíå-ãî ðàäèóñîâ ñîîòâåòñòâåííî; TIj, TEj � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû íàñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàõ ÌÍËÇ.Àíàëîãè÷íî çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ áîêîâûõ ãðàíåé ñëèòêà íà ïðÿìîëè-íåéíîì ó÷àñòêå:
λ2(T2)

∂T2

∂z

∣

∣

∣

∣

z=zp

= αI4(WB, z) · (T2|z=zp
− TI4(z)) + CI4(T2, z)

(

[

T2|z=zp

]4

− [TI4(z)]4
)

,

λ2(T2)
∂T2

∂z

∣

∣

∣

∣

z=zp+2l

= αE4(WB, z)·(T2|z=zp+2l−TE4(z))+CE4(T2, z)

(

[

T2|z=zp+2l

]4

− [TE4(z)]4
)

,(4)Â êîíöå ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà çàäàþòñÿ óñëîâèÿ Äèðèõëå.
∂T2(x, z)|x=xp

= f(z), (5)Óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà �àç:� óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òåìïåðàòóð:
T1(r, ϕ)|r=ξ1−(ϕ) = T2(r, ϕ)|r=ξ1+(ϕ) = Têð,
T1(r, ϕ)|r=ξ2−(ϕ) = T2(r, ϕ)|r=ξ2+(ϕ) = Têð, (6)4



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè� óñëîâèÿ Ñòå�àíà:
λ1(T1)

∂T1

∂n̄

∣

∣

∣

∣

r=ξ1−(ϕ)

− λ2(T2)
∂T2

∂n̄

∣

∣

∣

∣

r=ξ1+(ϕ)

= −µρ(Tkr)θj

dξ1

dϕ
,

λ1(T1)
∂T1

∂n̄

∣

∣

∣

∣

r=ξ2−(ϕ)

− λ2(T2)
∂T2

∂n̄

∣

∣

∣

∣

r=ξ2+(ϕ)

= µρ(Tkr)θj

dξ2

dϕ
, 0 ≤ ϕ ≤ Φ, (7)ãäå µ � ñêðûòàÿ òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè; Tkr� òåìïåðàòóðà êðèñòàëëèçàöèè (ñðåäíÿÿèç èíòåðâàëà ëèêâèäóñ � ñîëèäóñ), n̄� íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà �àç, Φ � óãîë,ñîîòâåòñòâóþùèé ãëóáèíå æèäêîé �àçû.Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, æèäêàÿ �àçà ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü â ñëèòêå è ïîñëåòî÷êè ðàñïðÿìëåíèÿ. Òîãäà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óñëîâèÿ Ñòå�àíà áóäóòâûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ1(T1)
∂T1

∂n̄

∣

∣

∣

∣

z=ξ1−(x) − λ2(T2)
∂T2

∂n̄

∣

∣

∣

∣

z=ξ1+(x) = −µρ(Tkr)v
dξ1

dx ,

λ1(T1)
∂T1

∂n̄

∣

∣

∣

∣

z=ξ2−(x) − λ2(T2)
∂T2

∂n̄

∣

∣

∣

∣

z=ξ2+(x) = µρ(Tkr)v
dξ2

dx , 0 ≤ x ≤ X, (8)Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷åé. Íåëèíåéíîñòè, ñëîæ-íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è íåïðîñòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà íå äàþò âîçìîæíîñòè ïî-ëó÷èòü äëÿ íå¼ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.Êîý��èöèåíò òåïëîîòäà÷è îò ïîâåðõíîñòè ñëèòêà çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ �îð-ñóíîê, ïîäàþùèõ âîäîâîçäóøíóþ ñìåñü, êîòîðàÿ ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ íàïðàâëÿåòñÿ ïîíîðìàëè íà îõëàæäàåìóþ ïîâåðõíîñòü, è ðàñõîäà âîäû íà �îðñóíêó. Áëàãîäàðÿ âûñîêîéñêîðîñòè ñòðóé êîíâåêòèâíàÿ òåïëîîäà÷à âåñüìà èíòåíñèâíà, ÷òî ïðèâîäèò ê áûñòðîìóîõëàæäåíèþ.Óðàâíåíèå çàâèñèìîñòè òåïëî�èçè÷åñêèõ è êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ â ýòîìñëó÷àå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Nu = η · RemPr0,33, (9)ãäå Nu � êðèòåðèé Íóññåëüòà, îáû÷íî íàçûâàåìûé áåçðàçìåðíûì êîý��èöèåíòîì òåï-ëîîäà÷è, Re � êðèòåðèé �åéíîëüäñà, Pr � êðèòåðèé Ïðàíäòëÿ. Ïàðàìåòðû η è m çàâèñÿòîò îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò ïëîñêîñòè èñòå÷åíèÿ äî îõëàæäàåìîé ïîâåðõíîñòè S/d(S - ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè èñòå÷åíèÿ äî ïîâåðõíîñòè, d - äèàìåòð ñîïëà).Âûðàæàÿ èç (9) êîý��èöèåíò òåïëîîòäà÷è, ïîëó÷àåì

αB =
λB · η

l

(

l

k

)m (

k

a

)0,33

·
1

Sm
· Gm

B , (10)ãäå λB � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âîäî-âîçäóøíîé ñìåñè, l � ðàññòîÿíèå ìåæäóäâóìÿ ñîñåäíèìè �îðñóíêàìè, k � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, a � êîý�-�èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, GB � ðàñõîä âîäû.Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà òåïëîîòäà÷è âíóòðè �àêåëà �îðñóí-êè èñïîëüçîâàíà ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåõíè÷åñêèìèõàðàêòåðèñòèòêàìè ñîâðåìåííûõ ïëîñêîêîíóñíûõ �îðñóíîê. 5



À.À. Èâàíîâà

�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòà òåïëîîòäà÷è ïî äëèíå ñëèòêà â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ�îðñóíîê ïîäàþùèõ âîäîâîçäóøíóþ ñìåñü. αmax(GB) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà òåïëî-îòäà÷è çàâèñÿùåå îò ðàñõîäà âîäû; αmin � êîý��èöèåíò òåïëîîòäà÷è çà ñ÷¼ò ñâîáîäíîé êîíâåêöèè;
w(GB) � øèðèíà îáëàñòè íàêðûâàåìîé �àêåëîì �îðñóíêè çàâèñÿùàÿ îò ðàñõîäà âîäû .3. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî- ðàç-íîñòíîãî àíàëîãà êâàçèñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ðàâ-íîìåðíûå è íåðàâíîìåðíûå ïÿòèòî÷å÷íûå øàáëîíû. Äëÿ êðèâîëèíåéíîé çîíû ââîäèòñÿðàâíîìåðíàÿ ñåòêà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ øàãîì q - ïî êîîðäèíàòå r, è øàãàìè s1,

s2, s3 - ïî êîîðäèíàòå ϕ äëÿ êàæäîé ñåêöèè êðèâîëèíåéíîãî ó÷àñòêà ÇÂÎ. Äëÿ ïðÿìî-ëèíåéíîé çîíû ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà ñ øàãîì q ïî êîîðäèíàòå xè øàãîì h ïî êîîðäèíàòå z. Øàãè âûáðàíû êðàòíûìè ðàçìåðàì ñëèòêà.Íà ãðàíèöå ìåæäó êðèñòàëëèçàòîðîì è âòîðè÷íîé çîíîé îõëàæäåíèÿ òî÷êè ñ êî-îðäèíàòîé z = Z ñ÷èòàþòñÿ âíóòðåííèìè, è òåìïåðàòóðà â íèõ ðàñ÷èòûâàåòñÿ êàê âîâíóòðåííèõ.Òàêèì îáðàçîì äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè æèäêîé �àçû (òâ¼ðäîé �àçû) ïî-ëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèåñõîäèìîñòè ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ [7℄.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óñëîâèé Ñòå�àíà èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíûé øàáëîí (ðèñ. 3).Òåìïåðàòóðà â äîïîëíèòåëüíûõ òî÷êàõ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Ëà-ãðàíæà 2-é ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì íà êàæäîì ñëîå ìû ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå óðàâíåíèåñ îäíèì íåèçâåñòíûì � ïîëîæåíèåì ãðàíèöû ðàçäåëà �àç íà äàííîì ñëîå.
√

(

U1(x) − Tkr

q

)2

+

(

U2(x) − Tkr

sj

)2

−

√

(

Tkr − U3(x)

q

)2

+

(

Tkr − U4(x)

sj

)2

= µ̺θj

x − x0

sj

, (11)ãäå Ui(x) � çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â äîïîëíèòåëüíûõ òî÷êàõ øàáëîíà (i = 1, 4),
x0 � ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà �àç, íàéäåííîå íà ïðåäûäóùåì ñëîå.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íà èíòåðåñóþùåì íàñ îòðåçêå ýòî óðàâíåíèå èìååò íå áîëååîäíîãî êîðíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä äèõîòîìèè. Åñëèæå óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò, âûáèðàåòñÿ òîò êîíåö îòðåçêà, ãäå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå�óíêöèè ìåíüøå.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ïî-âåðõíîñòè ñëèòêà èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã ïåðâîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãîïîðÿäêà òî÷íîñòè.6



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè4. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïîëîæåíèÿ ãðàíèö ðàç-äåëà �àç çàäà¼òñÿ äâóìÿ ëèíèÿìè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ íà îñè ñëèòêà, â òî÷êå ñîîò-âåòñòâóþùåé íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ ãëóáèíû æèäêîé �àçû, ïîäáèðàåìîìó ñîîòâåò-ñòâóþùèì ñêîðîñòè âûòÿãèâàíèÿ ñëèòêà. Îáå ýòè ëèíèè âûáðàíû òàê, ÷òîáû íà âûõîäåèç êðèñòàëëèçàòîðà òîëùèíà òâ¼ðäîé êîðî÷êè ðàâíÿëàñü áû 1/4 ïîëóòîëùèíû ñëèòêà,÷òî ïðèáëèçèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè óñòàíîâèâøåãîñÿ ïðî-öåññà íåïðåðûâíîé ðàçëèâêè.Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïîëÿ òåìïåðàòóð

�èñ. 3. �àâíîìåðíûé øàáëîí äëÿ ïåðåðàñ÷¼òàïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà �àç.

ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:� íà îñè ñëèòêà íà ãðàíèöå êðèñòàëëè-çàòîðà è ÇÂÎ òåìïåðàòóðà çàäà¼òñÿ ðàâíîéòåìïåðàòóðå íàéäåííîé â ðàáîòå [5℄, äàëåå ïîîñè çàäà¼òñÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ äî òî÷êè îêîí-÷àòåëüíîãî çàòâåðäåâàíèÿ è çàòåì ëèíåéíàÿ�óíêöèÿ äî êîíöà ñëèòêà, ãäå çàäàíû óñëî-âèÿ Äèðèõëå.� âíóòðè æèäêîé �àçû òåìïåðàòóðà ïðè-áëèæàåòñÿ ïàðàáîëîé ñ ìàêñèìóìîì íà îñèñëèòêà è çíà÷åíèåì ðàâíûì òåìïåðàòóðå êðè-ñòàëëèçàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà �àç;� âíóòðè òâ¼ðäîé �àçû òåìïåðàòóðà ïðè-áëèæåíà ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:1) ðàñ÷¼ò òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ êðèñòàëëèçàòîðà;2) ðàñ÷¼ò òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âíóòðè æèäêîé �àçû ÇÂÎ;3) ðàñ÷¼ò òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âíóòðè òâ¼ðäîé �àçû ÇÂÎ;4) ðàñ÷¼ò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ áîêîâûõ ãðàíåé ñëèòêà â ÇÂÎ;5) íàõîæäåíèå íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà �àç;6) ïðîâåðêà óñëîâèé äîñòèæåíèÿ æåëàåìîé òî÷íîñòè. Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ ïå-ðåõîä íà ï.1).Äîñòèæåíèå æåëàåìîé òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó âíîâü ïîñòðîåííûìè ïðåäûäóùèì ïðèáëèæåíèÿìè ïîëÿ òåìïåðàòóð â êàæäîì óçëå ðàçíîñòíîé ñåòêè ñòàëàìåíüøå íåêîòîðîãî íàïåð¼ä çàäàííîãî ÷èñëà. �åçóëüòàò ïîñëåäíåé èòåðàöèè âû÷èñëå-íèé è ïðèíèìàåòñÿ êàê ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è (1) � (8).Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Ñ++ â ñðå-äå ïðîåêòèðîâàíèÿ Builder 6.0. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû â âèäå öâåòîâîéäèàãðàììû îòîáðàæàþùåé òåìïåðàòóðíîå ïîëå ÌÍËÇ à òàêæå ðàçëè÷íûõ ãðà�èêîâ.Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-ìè. 5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ òåì-ïåðàòóð âäîëü âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòåé êðèñòàëëèçàòîðà è îñè ñëèòêà ïðèðàçëè÷íûõ ðàñõîäàõ âîäû â �îðñóíêàõ, ïîäàþùèõ âîäî-âîçäóøíóþ ñìåñü, äëÿ îäíîéè òîé æå ñêîðîñòè âûòÿãèâàíèÿ ñëèòêà. Çäåñü ìîæíî âèäåòü, êàê ÿâíî âûäåëÿþòñÿòðè çîíû ñ ðàçëè÷íûìè ðàñõîäàìè âîäû è ïîñëåäíÿÿ ÷åòâ¼ðòàÿ çîíà, ãäå òåïëîîòâîäîñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷¼ò ñâîáîäíîé êîíâåêöèè è èçëó÷åíèÿ. Òàêæå õîðîøî çà-ìåòíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ðàñõîäà âîäû â �îðñóíêå óâåëè÷èâàåò ïåðåïàä òåìïåðàòóð íà7
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü ïîâåðõíîñòåé è îñè ñëèòêà ïðè ðàçíûõ ðàñõîäàõ âîäû. 1, 2 -òåìïåðàòóðà âäîëü îñè ñëèòêà; 3, 5 - òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåãî ðàäèóñà; 4, 6 - òåìïåðàòóðàïîâåðõíîñòè âíåøíåãî ðàäèóñà; 1, 3, 4 - ñîîòâåòñòâóþò ðàñõîäó âîäû: 10 ë/ìèí â ïåðâîé ñåêöèè è 5ë/ìèí âî âòîðîé è òðåòüåé ñåêöèÿõ; 2, 5, 6 - ñîîòâåòñòâóþò ðàñõîäó âîäû: 20 ë/ìèí â ïåðâîé ñåêöèè è10 ë/ìèí âî âòîðîé è òðåòüåé ñåêöèÿõ.ïîâåðõíîñòè ñëèòêà âíóòðè îáëàñòè íàêðûâàåìîé �àêåëîì �îðñóíêè, ÷òî íåæåëàòåëü-íî ñêàçûâàåòñÿ íà êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ïðîäóêòà.�àñ÷¼òû ïî ìîäåëè ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ÷èñëåííóþ çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðíûõïîëåé è ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà �àç â çàâèñèìîñòè îò ðàñõîäà âîäû íà êàæäóþ�îðñóíêó ÇÂÎ. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû îòîáðàæåííûå íà ðèñ.4 äàþò ïðåäñòàâëåíèå îòîì, íàñêîëüêî óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû (â äàííîì ñëó÷àå ðàñõîä âîäû) âëèÿþò íàòåïëîîòâîä, òåìïåðàòóðó ïîâåðõíîñòè ñëèòêà è òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ.Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð âäîëü âíóòðåííåé èâíåøíåé ïîâåðõíîñòåé è íà îñè ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ âûòÿãèâàíèÿ ñëèòêà, íî ïðèîäíîì è òîì æå ðåæèìå ðàñõîäà âîäû. Ïåðåïàäû òåìïåðàòóðû âíóòðè êàæäîé îáëà-ñòè, íàêðûâàåìîé �àêåëîì �îðñóíêè, ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿçàãîòîâêè. Îäíàêî ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè áîëüøåé ñêîðîñòè ðàçëèâêè çíà÷èòåëüíî óâå-ëè÷èâàåòñÿ ïîâòîðíûé ðàçîãðåâ ïîâåðõíîñòè ñëèòêà ïðè âûõîäå åãî èç çîíû ïðèíóäè-òåëíîãî îõëàæäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåîáõîäèìîñòè âêëþ÷åíèÿâ ðàáîòó äîïîëíèòåëüíûõ ñåêöèé îõëàæäåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ðàçëèâêè, ÷òîñîîòâåòñòâóåò òåõíîëîãèè íåïðåðûâíîãî ëèòüÿ.8
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�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü ïîâåðõíîñòåé è îñè ñëèòêà ïðè ðàçíûõ ñêîðîñòÿõ âûòÿãèâà-íèÿ ñëèòêà. 1, 2 - òåìïåðàòóðà âäîëü îñè ñëèòêà; 3, 5 - òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåãî ðàäèóñà;4, 6 - òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè âíåøíåãî ðàäèóñà; 1, 3, 4 - ñîîòâåòñòâóþò ñêîðîñòè âûòÿãèâàíèÿ ñëèòêàðàâíîé 1,5 ì/ìèí; 2, 5, 6 - ñîîòâåòñòâóþò ñêîðîñòè âûòÿãèâàíèÿ ñëèòêà ðàâíîé 1 ì/ìèí;.1. Ñìèðíîâ À.Í., Ïèëþøåíêî Â.Ë., Ìèíàåâ À.À., Ìîìîò Ñ.Â., Áåëîáðîâ Þ.Í. Ïðîöåññû íåïðåðûâ-íîé ðàçëèâêè. � Äîíåöê: ÄîíÍÒÓ, 2002. � 536ñ.2. Áóäàê Á.Ì., Ñîëîâü¼âà Å.Ì., Óñïåíñêèé À.Á �àçíîñòíûé ìåòîä ñî ñãëàæèâàíèåì êîý��èöèåíòîâäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Ñòå�àíà. //Æ. Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � 1965.� Ò. 5. � � 5. � ñòð. 828 - 840.3. Âàñèëüåâ Ô.Ï., Óñïåíñêèé À.Á. �àçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ äâóõ�àçíîé çàäà÷è Ñòå�àíà. // Æ.Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � 1963. � Ò. 3. � �5. � ñòð. 874 - 886.4. Âàáèùåâè÷ Ï.Í., Âàáèùåâè÷ Ò.Í. Îá îäíîì ìåòîäå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòå�àíà. // Âåñò-íèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. � 1983. � Ñåð. 15. � �4. � ñòð. 17 - 22.5. Èâàíîâà À.À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàòâåðäåâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ñëèòêà â êðèñòàëëèçàòîðå. //Òðóäû ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû. � 2004. � Âûï. 9. � ñòð. 81 - 88.6. Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � Ì.: Íàóêà, 1966. � 724 
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